Deney No: 1
Birinci ve ikinci Dereceden Fiziksel Sistemlerin Matematiksel Modellenmesi

Bir sistemin analizin yapilabilmesi ve denetlenebilmesi i¢in ilk olarak o sistemin matematiksel olarak gdsteriminin

yapilmasi gerekmektedir. Matematiksel olarak yapilan bu gésterime o fiziksel sistemin matematiksel modeli denir.

Fiziksel sistemlerin 6zelliklerine gore bazi modeller dogrusal ve zamanla degismeyen (Linear Time Invariant-LTI)
olabildigi gibi, baz1 sistemler i¢in ise dogrusal olmayan (Nonlinear) ve/veya zamanla degisen matematiksel
modeller ile karsilasilabilmektedir. Bu ders kapsaminda kullanilacak sistemlerin bityiik bir kismi dogrusal-zamanla

degismeyen (LTI) sistemler olacaktir.

-
Center of muass

d “x\{_g\

e Reference

|

Sekil 1.1: Bir uydu davranig kontrol sisteminin sematik gdsterimi

Fiziksel bir sistemin ¢ikisinda hem gegici durumda hem de kalict durumda istenilen 6zelliklerde bir tepki elde
edebilmek i¢in yapilan islemlerin tamamina o sistemin denetimi veya kontrolii ad1 verilir. Bu denetleme igleminin
yapilabilmesi igin sistemin matematiksel olarak modelinin dogru bir sekilde elde edilmesi esastir. Mekanik,

elektrik, hidrolik, termodinamik, biyolojik vb. bir¢ok sistemde modelleme dncelikli adimdir.

Fiziksel sistemlerin modellenmesinde ilk olarak sistemde bulunan bilesenlerin ve sistemin tamaminin ¢aligma
prensibinin anlagilmasi gerekmektedir. Bunun devaminda o sistem i¢in temel olan denklemlerin ve analiz
yontemlerinin uygulanmasi ve formiilize iglemleri yapilir. Temel prensiplerin uygulanmasi ile birlikte sistemin
modelini tanimlayan cebirsel ve diferansiyel denklemler yazilir. Sistemin girig/gikis degiskenleri belirlenerek ve
Laplace doniigiimii, Z-doniistimii, Fourier doniistimii gibi islemleri kolaylastiracak doniisiim yontemleri kullanarak

modelleme islemi tamamlanir.

Bir fiziksel sistem birden fazla bi¢imde matematiksel olarak gosterilebilir. Zaman diizlemi gésterimi, s veya z
diizlemi gosterimleri, durum uzay gosterimi, transfer fonksiyonu gdsterimi matematiksel gosterim ¢esitlerinden
bazilaridir. Bunlarin disinda fiziksel sistemlere ait modeller blok diyagram veya sinyal akis diyagramlari
kullanilarak da gosterimleri gergeklestirilebilir. Belirli bir sisteme ve 6zel kosullara bagli olarak, bir matematiksel
model diger modellerden daha uygun olabilir. Ornegin, optimal kontrol problemlerinde durum-uzay

gosterimlerinin kullanilmas1 avantajlidir. Ote yandan, tek girisli, tek ¢ikisli, dogrusal, zamanla degismeyen



sistemlerin gegici-cevap ya da frekans-cevap analizi i¢in, transfer fonksiyonu gosterimi, digerlerinden daha uygun
olabilir. Bir sistemin matematiksel bir modeli elde edildiginde, analiz ve sentez amaciyla gesitli analitik ve

bilgisayar araglar1 kullanilabilir.

Kontrol teorisinde bir fiziksel sistemin gosterilmesinde giris ¢ikis iliskisini karakterize eden transfer fonksiyonu
gosterimi olduk¢a yaygin olan bir gosterimdir. Diferansiyel denklemler ile gosterilen bir LTI sistemin transfer
fonksiyonu tiim baslangi¢ kosullariin sifir oldugu varsayimu ile ¢ikisin Laplace doniisiimiiniin (tepki fonksiyonu)

girigin Laplace doniigiimiine orani (siirlis fonksiyonu) olarak tanimlanir.

Llgikis]

Transfer Fonksiyonu (TF) = G(s) = m

sifir baslangig kosulu

Transfer fonksiyonu ve sistemin diirtli tepkisi arasinda ise yine Laplace doniisiimii ile tanimlanacak bir iligki

bulunmaktadir.

R(s)
—>» Gs) —»c(s)

Sekil 1.2: Blok Diyagram Gdsterimi
Birim diirtiiniin s-diizleminde karsiligi R(s) = 1 olacagindan, ¢ikis ifadesi dogrudan;
C(s) =G(s)
olarak ifade edilir. Bu durumda sistemin birim diirtii tepkisi ters Laplace doniisiimii kullanilarak

LG(s)} = g(®
olur.

Sekil 1.1 de gosterilen bir uydunun davranisinin kontrol edildigi sistem ele alinsin. Bu sematik gosterimde gergekte
3 eksende kontroliin saglanmasina ragmen burada sadece 8 acgisinin kontrol edildigi anlagilmaktadir. Sistemin
giriginin uydunun motorlarindan saglanan tork, ¢ikisinin ise 8 olmast durumu igin sisteme ait transfer fonksiyonu

olusturulsun.
Transfer fonksiyonunu olusturmak igin,

i Sisteme ait diferansiyel denklemler yazilir.
ii. Tim baglangi¢ kosullarinin sifir oldugunu varsayarak diferansiyel denklemin Laplace doniistimii

alinir.
ii. T(s) Orant hesaplanir.
d*e
dt?

Her iki tarafin Laplace doniigiimii alindiginda,



Js?0(s) =T(s)
ve buradan transfer fonksiyonu,

0(s) 1
T(s) Js?

olarak elde edilir. Burada J kiitle merkezinde donme ekseni etrafindaki atalet momentini géstermektedir.

Ornekten de anlasildig1 gibi sistemlerin modellenmesinde ve transfer fonksiyonlarinin elde edilmesinde, farkli
girigler i¢in sistemin {irettigi ¢ikisin zaman diizleminde analizinde Laplace Doniigiimii ve Ters Laplace Doniistimii
sik¢a kullanilacaktir. Otomatik Kontrol dersi kapsaminda Laplace Doniigiimii, Ters Laplace Doniisiimii ve Laplace
Dontisiimiiniin 6zellikleri ayrintili olarak incelenmistir. Temel fonksiyonlarin Laplace doniisiimleri ve 6zellikleri
bu deney kapsaminda da kullanilacaktir. Laplace ve ters Laplace doniisiimleri Matlab kullanilarak

bulunabilmektedir. Bunun i¢in asagida verilen kodlar1 inceleyiniz.

Matlab program 1-1 Laplace Doniisiimii

symsastw x F(t) % sembolik degiskenlerin tanimlanmasi
f(t) =exp(-a*t); % f(t) = et

laplace(f(t)) % laplace doniigiimil

ans =

1/(a+5s)

Matlab programi 1-2 Ters Laplace Doniisiimii
symsastwx F(t) % sembolik degiskenlerin tanimlanmasi
F(s) = 1/(s+a) % F(s) = —

A st+a

Hlaplace(F(s)) % ters laplace doniisiimii

ans =

exp(-a*t)

Ters Laplace donlisimi alinirken kismi kesirlere ayirma yonteminin kullanildigini hatirlayiniz. Eger s-diizleminde
verilen sistemin cikisi karmasik yapida ise bu sistemin zaman diizlemindeki karsiligini bulmak i¢in s-dlizlemindeki
sistem tepkisi kismi kesirlere ayrilarak ters laplace donlisimi uygulanmaktadir. Kismi kesirlere ayirma islemi
“residue” komutu ile Matlab kullanilarak yapilabilmektedir. Bu komutun g¢ikisinda Bunun igin asagida verilen

Matlab programi 1-3’0 inceleyiniz.



Matlab program 1-3 Kismi Kesirlere Ayirma

m =536 %) = Bme
den=1[16116];
[r.p,K] = residue(num,den)
r= -6.0000

-4.0000

3.0000

transfer fonksiyonu

-3.0000
-2.0000
-1.0000

Burada r kismi kesirlere ait katsayilari, p transfer fonksiyonunun kutuplarini, k ise bolme sonucu elde edilen
degeri verir. Dikkat edilirse pay ve paydanin dereceleri esit oldugundan, kismi kesirlere ayirma isleminden 6nce
boélme islemi yapilmasi gereklidir. Kismi kesirlere ayrildiktan sonra transfer fonksiyonu;

—6+—4+3
s+3 s+2 s+1

G(s)=2+

olarak elde edilir.

Ayrica asagidaki kullanim ile fonksiyonun geri elde edilmesini ve yazdirilmasini inceleyiniz.

Matlab programm 1-4 Kismi Kesirler kullanilarak fonksiyonun
yazdirilmasi
[num,den] = residue(r,p,k) % pay ve paydanin bulunmasi
num =
2.0000 5.0000 3.0000 6.0000
den =
1.0000 6.0000 11.0000 6.0000
printsys(num,den,'s")




num/den = % s degiskeni kullanarak Num(s)/Den(s)
25"3+5s"2+3s+6 bi¢iminde TF olarak yazdirma

N3+65M2+11s+6

Transfer Fonksiyonundan Kutup ve Sifirlarin Matlab ile Bulunmasi:

Bir sistemin kutup ve sifirlari o sistemin zaman dizlemindeki davranisinin belirlenmesinde son derece 6nemlidir.
Sistemin kararlihginin yaninda, kalici ve gegici durumdaki tepkisinin analizi sistemin kutuplari ve sifirlari ile
dogrudan iliskilidir. Verilen bir transfer fonksiyonundan sistemin kutup ve sifirlarinin bulunmasi ve bir énceki
Matlab kodunda oldugu gibi kutup, sifir degerleri kullanilarak transfer fonksiyonunun geri elde edilmesi agsagidaki

ornekte gosterilmistir.

Matlab program 1-5 Kutup Sifirlarin Belirlenmesi

num=1[004 16 12]; % pay ve paydanin belirlenmesi

den =[112 44 480]; % G(s) = 4s2+165+12
s*+12534+4452+48s

[z,p,K] = tf2zpk(num,den) . .
% z sistemin sifirlarmi, p kutuplarmi ve K %
zZ=
kazang degerini gosterir.

% Sifir, Kutup ve kazang degeri % kullanarak
[num,den] = zp2tf(z,p,K) . . . .
sistemin transfer fonksiyonunu % elde etmek igin

% Sisteme ait transfer fonksiyonu
printsys(num,den,’s")

num/den =

452 +16s+ 12

M+ 125"3+445"2+485s




Durum Uzay Gosteriminin Matlab ile Elde Edilmesi

Sekil 1.3’te gosterilen mekanik sisteme ait durum uzay goésterimini yapabilmek igin ilk olarak sistemin hareket

denklemleri yazilir. Bu sistemde sistemi harekete gegiren u(t) kuvveti giris, kiitlenin yer degistirmesini gésteren

y(t) ise ¢ikis olarak alinmustir.

A AL A SIS S

:

h il

Sekil 1.3: Aktarimsal mekanik bir sistem

Sistem igin hareket denklemini olusturursak;

dzy
m- .= Xf
Y — w—ky— bj
m.—>=u—ky-by

d? 1 .
@ = @ ky—by)

dt?
Durum uzay gosterimi icin durum denklemleri belirlensin. Daha sonra durum degiskenlerinin tirevleri elde

edilsin.
Yy=x1
y= X1= X2
. .. 1 . 1
X=y = Z(u—ky—by) = ;(u—kxl — bx,)

Durum degiskenlerinin tiirevlerinin ve ¢ikis ifadesinin sirasiyla matris formunda gosterilmesi ile 2 farkli denklem

elde edilir. Bu denklemlere sirasiyla Durum Denklemi (State Equation) ve Cikis Denklemi (Output Equation) ismi

verilir.
[;C:] - [—ko/m —bl/m] [;:] + [17m]u (Durum Denklemi)
y=1[1 0 [2] +[0]u (Cikis Denklemi)

Durum uzay gosteriminde kullanilan A, B, C, D matrisleri yardimiyla transfer fonksiyonunu elde edebilmek igin,



Y(s)
U(s)

=C(sI —A)"*B+D

ifadesinden yararlanilir. Bu sistem igin transfer fonksiyonu;

Y(s) 1
U(s) ms2+bs+k

olarak elde edilir.

Her iki gbsterim Matlab komutlari yardimiyla birbirine dénustirilebilmektedir. Durum uzay gosteriminden yani
A, B, C, D matrislerini kullanarak transfer fonksiyonunu elde etmek igin “ss2tf”, transfer fonksiyonundan durum

uzay gosterimi yapabilmek igin “tf2ss” komutlari kullanilir.
Blok Diyagram Gdsterimi

Bir sistemin gosterimi matematiksel denklemlerin kullanimi haricinde bloklarin ve sinyal akis grafiklerinin

yardimiyla da yapilabilmektedir.

Sekil 1.4’te gosterilen temel bloklar ve matematiksel olarak karsiliklari gosterilmistir.

C
&, )]G, _C(sl % = G1(5)G2(s)
> Gq(s)
R 0 C(s)
RG) G1(s)+G,(s)
»| G2 (s)
R(s) = C(s)
i C(s) G1(s)
R(s) 1+ Gi()G2(s)
Ga(s)

Sekil 1.4 Temel blok yapilari ve matematiksel karsiliklari



Matlab kullanarak yukarida belirtilen blok yapilarina ait transfer fonksiyonlari “series, parallel, feedback”

komutlari kullanilarak asagidaki gibi olusturulabilir.

Ornek:
10 5 .. . , .. . . . .
G.(s) = Freyerls G,(s) = —5 igin Sekil 1.4’te gosterilen 3 temel blok diyagrama ait transfer fonksiyonlari
hesaplansin.
Matlab program 1-6 Blok Kazanc¢larinin Hesaplanmasi
numl = 10; %G1(s)’in pay ve paydasinin belirlenmesi
denl=[12 10];
num2 =5; % G2(s)’in pay ve paydasinin belirlenmesi
den2 =[15];
[num,den] = series(num1,den1,num2,den2); %Pay ve paydalar1 kullanarak kaskat bagli sisteme
printsys(num,den) ait TF’nun elde edilmesi ve yazdirilmasi
num/den =
50
s"3+7sM2+20s+50 %G1 (s) ve G2(s)’1 tf komutu ile olugturulmasi

sysl = tf(numl,denl);
sys2 = tf(num2,den2);

sys = series(sys1,sys2) %Kaskat bagli yap1 i¢in TF
sysl =
50
s"3+7s"2+20s+50 %Paralel bagli olmas1 durumda TF

sys = parallel(sys1,sys2)
sys =
5572 +20s+ 100

s"3+7s"2+20s+50 %G2(s)’in geribesleme yapildigt durum igin
sys = feedback(sys1,sys2) TF’nin hesaplanmasi
sys =
10s+50

s"3+7s"2+20s+ 100




Onhazirlik Calismasi:

1. Birim dUrti ve birim basamak fonksiyonlarinin Matlab’da nasil tanimlandigini arastiriniz.

wh
s(s2+28wps+w3)

2. F(s) = ve 0 < & <1 oldugu durum igin transfer fonksiyonunun zaman dizlemindeki

karsilhigini elde ediniz.

55+2
(s+1)(s+2)2

3. F(s)= biciminde verilen transfer fonksiyonunu kismi kesirlerine ayiriniz. Daha sonra bu

sisteme ait diirtd tepkisini (impulse response) bulunuz. Elde ettiginiz sonuglari Matlab ile dogrulayiniz.

4. Sekil 1.3'te gosterilen 2. dereceden sisteme ait transfer fonksiyonunu;
a. m=1kg, b=5vek =6
b. m=1kgb=2vek=1
c. m=b=k=1
degerlerini kullanarak elde ediniz. Sistemleri Asiri sontimld, Kritik sonimli ve Yetersiz sonumli olarak

siniflandiriniz. Nedenini belirtiniz.

5. Matlab’da

a. tf
b. ss2tf
c. tf2ss

komutlarini inceleyiniz.

Ye) !

1o~ GIDeiNeD) olan sisteme ait durum uzay gosterimini elde ediniz. Matlab

6. Transfer fonksiyonu

yardimiyla elde ettiginiz gosterimi buldugunuz sonug ile karsilastiriniz. Blok diyagram gosterimini

yapiniz.

. Y(s) _ s—4 . . .. Lo
7. Transfer fonksiyonu I GiDGIGe-2) olan sistemin durum uzay gosterimini elde etmeye c¢alisiniz.

Matlab kullanarak A, B, C, D matrislerini bulunuz.



Deney Adimlar::

1. Asagida verilen temel fonksiyonlarin Laplace doniistimlerini Matlab kullanarak aliniz.
a. Birim dirtd; 6(t)
b. Birim basamak; u(t)
c. Birimrampa; t * u(t)
d. Sinus fonksiyonu; sin(w*t)

e. Kosinus fonksiyonu, cos(w*t)

2. Yukarida verilen fonksiyonlari zaman diizleminde 2 birim geciktirilmesi durumunda, Laplace

donlisimlerini Matlab kullanarak elde ediniz.

55+2

3. Transfer fonksiyonu F(s) = GiDGio)?

olan sistemin impulse tepkisini Matlab yardimiyla elde ediniz.

4. Transfer fonksiyonu
1
s* + 253 + 652 + 5s

olan sisteme ait durum uzay gosterimini yaparak, A, B, C ve D matrislerini bulunuz. Ayni transfer

G(s) =

fonksiyonuna ait A, B, C ve D matrislerini Matlab kullanarak elde ediniz.



